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1 Motivaciones
En este trabajo mostraremos las ventajas de explorar computacionalmente las diferentes
caracter¶³sticas de los modelos de la din¶amica de poblaci¶on y de las interacciones entre el
predador y la presa, basados en las ecuaciones de Lotka-Volterra [5]. Este trabajo pretende
constituirse a futuro en una herramienta din¶amica y vers¶atil para la ense~nanza y aplicaci¶on en
sistemas biol¶ogicos, incluyendo la posibilidad explorar alternativas que atiendan a realidades
particulares de las poblaciones en an¶alisis.
2 Modelo de Lotka-Volterra
En 1920 A. Lotka y V. Volterra proponen un modelo para la din¶amica de poblaciones, el cual
supone una regi¶on cerrada en la cual una funci¶on F (t) representa la cantidad de individuos
presa contenidos en la regi¶on en el instante t. Se asume una tasa de mortalidad \natural"
¹0, y que la poblaci¶on produce un n¶umero ¯ de nacimientos por unidad de poblaci¶on y
de tiempo. En ausencia de predaci¶on, la poblaci¶on de presas crece exponencialmente con
una tasa neta de crecimiento caracter¶³stica r = ¯ ¡ ¹0. Para estimar la tasa de mortalidad
adicional per c¶apita impuesta en la presa por la predaci¶on, asumimos que las presas est¶an
aleatoriamente distribuidas dentro de un ¶area geogr¶a¯ca A, y que cada predador s busca su
presa en un ¶area As por unidad de tiempo [2]. Si una fracci¶on ¾ de los encuentros predador-
presa resulta en que la presa es muerta, entonces cada predador consume un promedio de
¾(As
A
)F (t) presas por unidad de tiempo. De¯nimos entonces la tasa de ataque ® = ¾(As
A
)
y reescribimos la tasa de actualizaci¶on per c¶apita de un predador como ®F (t). Si la regi¶on
de inter¶es contiene C(t) predadores en el instante t, entonces podemos escribir la tasa de
mortalidad por predaci¶on per c¶apita experimentada por una presa como ®C(t). As¶³, la tasa
neta de crecimiento per c¶apita de una poblaci¶on de presas explotada por C predadores es
r ¡ ®C, y podemos escribir
_F = (r ¡ ®C)F: (1)
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Figura 1: (a) El m¶odulo del Jacobiano del sistema de Lotka-Volterra, representado con una escala
de colores, y (b) el diagrama de fases representado por medio de trayectorias.
En la obtenci¶on de la ecuaci¶on anterior, hemos asumido que cada predador consume
®F (t) presas por unidad de tiempo. Si asumimos que cada presa consumida resulta en
la producci¶on de ² nacimientos, entonces la fecundidad per c¶apita de los predadores en el
instante t es ²®F (t). Si los predadores est¶an sujetos a una tasa de mortalidad per c¶apita
constante ±, entonces su din¶amica poblacional est¶a descripta por
_C = (²®F ¡ ±)C: (2)
Un punto de equilibrio requiere que las presas experimenten una tasa de mortalidad por
predaci¶on exactamente balanceada con su tasa de crecimiento neto, y que cada predador
consuma exactamente su¯cientes presas para que sus tasas de reproducci¶on y mortalidad
se balanceen. En muchas circunstancias, la soluci¶on matem¶atica no es posible, por lo que
resulta indispensable considerar como alternativa el estudio del sistema por medio de su
representaci¶on gr¶a¯ca. En la Fig. 1(a) podemos observar el espacio de fases del sistema,
en el cual hemos representado el m¶odulo del Jacobiano del sistema, empleando una escala
de colores, y la fase como intensidad. Se observan los dos puntos donde existen estados
estacionarios biol¶ogicamente posibles, dada una elecci¶on de valores para los par¶ametros del
sistema din¶amico, en funci¶on del valor de F y C. Una forma conveniente de pensar sobre las
consecuencias de lo mencionado hasta aqu¶³ es imaginar que en el tiempo t contamos el n¶umero
de presas y predadores en el sistema (o proponemos un valor hipot¶etico, llamado semilla)
y gra¯camos el resultado como un punto en el espacio de fases [4]. Pasado cierto tiempo,
recensamos el sistema y gra¯camos el resultado en el mismo gr¶a¯co. Uniendo los puntos
en orden temporal de¯nimos la trayectoria seguida por el cambio de estado del sistema.
El conjunto total de trayectorias encontradas para todas las semillas posibles constituye
el diagrama de fases del sistema. Algunas de estas trayectorias est¶an representadas en la
Fig. 1(b), en las cuales hemos comenzado con seis valores iniciales diferentes de presas F
y predadores C. En cada caso es posible observar que las trayectorias producen curvas
cerradas. En realidad, este gr¶a¯co nos dice que es esperable que el estado del sistema se
mueva en un lazo en torno al estacionario, involucrando una sucesi¶on de episodios en los
cuales una baja poblaci¶on de predadores nos conduce a una sobreproducci¶on de presas. El
tama~no de los ciclos est¶a determinado por la desviaci¶on de la condici¶on inicial respecto
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Figura 2: (a) Estados estacionarios del sistema Lotka-Volterra con autolimitaci¶on de las presas, y
(b) Diagrama de fases de este sistema.
del estado estacionario. El modelo, entonces, implica que la amplitud de cualquier ciclo
ecol¶ogico, a¶un en un futuro arbitrario, depende de la condici¶on inicial del sistema en un
pasado lejano.
3 Modi¯caciones al modelo
La ventaja m¶as singular del modelo de Lotka-Volterra es su simplicidad. No obstante,
esta simplicidad extrema se obtuvo omitiendo muchas caracter¶³sticas de los procesos de
poblaciones reales, y es necesario saber hasta qu¶e grado tales omisiones han determinado
su comportamiento. Por dicha raz¶on agregaremos algunas modi¯caciones a las ecuaciones,
una por vez [5]. La primera es que en ausencia de predaci¶on, el crecimiento exponencial
de la presa no puede continuar inde¯nidamente. Para modelar la inevitable limitaci¶on del
recurso y su efecto en el crecimiento de la poblaci¶on de presas, asumimos que, en ausencia
de predaci¶on, la presa crecer¶³a de acuerdo a la ecuaci¶on log¶³stica, con tasa de crecimiento
intr¶³nseca r, hasta alcanzar una poblaci¶on m¶axima determinada por una capacidad de carga
K. Reteniendo todas las otras caracter¶³sticas de la formulaci¶on de Lotka-Volterra, nuestro
nuevo modelo es ahora
_F =
∙
r(1¡ F
K
)¡ ®C
¸
F; (3)
_C = (²®F ¡ ±)C:
Las simulaciones num¶ericas de la Ec. 3 muestran que el nuevo modelo se comporta en forma
bastante diferente del modelo b¶asico de Lotka-Volterra. En la Fig. 2(b) podemos observar
c¶omo se con¯guran las trayectorias biol¶ogicamente signi¯cativas dentro del diagrama de fases
de este sistema.
El comportamiento del modelo b¶asico de Lotka-Volterra queda determinado por las con-
diciones iniciales (conclusi¶on inadecuada desde el punto de vista de la biolog¶³a), pero la
introducci¶on de a¶un la m¶as m¶³nima autolimitaci¶on de la presa hace que el comportamiento
a largo t¶ermino sea independiente de las condiciones iniciales. Para explorar esta restricci¶on
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Figura 3: (a)Puntos estables con presas autolimitantes y predadores con saturaci¶on, y (b) Diagra-
ma de fases del sistema
al modelo, asumimos que el predador tiene una respuesta funcional de Holling tipo II [6],
esto es, la tasa de actualizaci¶on per c¶apita U(F ) est¶a dada por
U(F ) = Um
∙
F
F + Fh
¸
: (4)
Sin cambiar las restantes hip¶otesis planteadas, pero escribiendo ahora la tasa neta de creci-
miento de la presa como L(F ) = rF (1¡ F
K
), tenemos que
_F = L(F )¡ U(F )C; (5)
_C = (²U(F )¡ ±)C:
El modelo b¶asico siempre predice oscilaciones continuadas predador-presa, pero el modelo
con presa autolimitante, aunque frecuentemente muestra un transitorio oscilatorio, es estable
en el largo plazo.
4 Un sistema integrado de visualizaci¶on
Todas las ¯guras vistas hasta ahora (y una copiosa cantidad no mostrada) fueron genera-
das con el L-V Workbench, una aplicaci¶on computacional especialmente desarrollada por los
autores para facilitar la exploraci¶on y visualizaci¶on de las diferentes caracter¶³sticas del com-
portamiento din¶amico de poblaciones basado en el modelo de Lotka-Volterra y sus variantes.
El L-V Workbench permite elegir el sistema din¶amico b¶asico o cualquiera de sus variantes,
modi¯car los par¶ametros de evaluaci¶on, y generar representaciones por medio de integraci¶on
num¶erica utilizando el algoritmo de Runge-Kutta. La representaci¶on visual se realiza por
medio de los m¶etodos cl¶asicos de Streamlines y LIC [7, 1], as¶³ como otras t¶ecnicas interme-
dias pero m¶as ventajosas desarrolladas por los autores [3]. En el caso de elegir un m¶etodo
basado en texturas, el sistema permite elegir entre un amplio conjunto de texturas base,
las cuales se generan din¶amicamente por medio de par¶ametros elegidos por el usuario seg¶un
sus necesidades de visualizaci¶on (ver Fig. 4). Tambi¶en es posible representar la evoluci¶on
temporal de las poblaciones.
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Figura 4: El L-V Workbench en acci¶on.
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